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CHAPITRE 1
Résolution numériques

des équations non li-
néaire: f(z) =0

1.1 Introduction

Toute valeur de ¢ qui satisfait f(z) = 0 est appelé zéros de f. En général, il
n'existe pas des formules donnant les valeurs exactes de ce zéros, ou bien ces
formules sont trop compliquées.

On a alors recours a des méthodes numériques d’approximation des solutions.
Les méthodes numériques pour approcher une solution a de f (i.e f(«) = 0)
sont en génrale itératives, elles consistent a construire une suite z,, telle que
lim =z, =a.
n——+oo
La convergence des méthode itératives dépend en génrale du choix de la donnée
initiale z.

1.2 Construction de solution approché

Définition 1.2.1 On appelle méthode itératives un proc‘édé de calcul de la forme :
Tpt+1 = F(wn)an =0,1,2,---

qui peut d'une valeur donnée x( pour calculer x, puis a I'aide de x; on calcule
T2, etc...La formule qui donne x,, ;1 est dite formule de récurence.
Le procédé est dit convergent si x,, tend vers un nombre finie quand n — +oc.

Définition 1.2.2 Soit p un entier positif.On dit qu'une méthode convergente est

dordre p s'il existe une constantec tel que siac = lim =z, alors
n—-+oo

o — 2pi1| < cla— 2, P

ou encore
lim 7|0¢ ~ o =
n—s+oo |a — :L'n|1’

Sip = 1 on parle de convergence linéaire, si p = 2 de convergence quadratique.
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6 CHAPITRE 1. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS NON LINFAIRE: F(X) = 0

Notons que dans le cas oli p = 1, il est nécessaire que ¢ < 1 pour que la suite (z,,)
converge Vvers .

1.3 Meéthode de dichotomie (ou bissection)

Cette méthode dérive du théoréeme des valeurs intermédiaire.

Théoréme 1.3.1 Soit f unefonction définie et continue surfa,b] C R.Si f(a)f(b) <
0 alors il existe « € [a, b] tel que f(a) = 0.

Remarque 1.3.1 Side plus f est strictement monotone alors « est unique.

Exemple 1.3.2 1) Tout polynéme de de degré impaire admet au moins un zéros
dansR.
et +e "

2) flx)=2x—-1- 2IH(T) admet un zéro dans [0, 1].

Algorithme de Méthode
ler étape:
apg = a
On pose bo = b On a nécessairement I'une des condition suivante :
ap + b
Xo=
e Si f(X() = 0alors a = Xj.
¢ Si f(ag).f(Xo) < 0 on posera [ay, b1] = [ag, Xo]-
o Si f(bo).f(Xo) < 0on posera [a1, b1] = [Xo, bo)-
2ieme étape :
' ' ar +b
On recommence I'étape 1 pour l'intervalle [a1, b1] On pose X; = 5

On a nécessairement 'une des condition suivante :
e Si f(X;) = 0Oalors o = X;.

o Si f(a1).f(X1) < 0onposera [az, ba] = [a1, X1].
e Si f(b1).f(X1) < Oon posera [ag, bs] = [ X1, b1].
kieme étape : Le méme principe.

b
On pose X = ak; k.

On a nécessairement I'une des condition suivante :

o Si f(Xy) = 0alors o = Xj.

o Si f(ar).f(Xk) < Oonposera [ar+1,brt1] = [ak, Xk]-

o Si f(br).f(Xk) < Oonposera [ak+1,bk+1] = [Xk, bg)-

les itérations s’acheévent a la m-ieme étape quand | X,, — a| < | X, — Xino1] <€
ol € est une tolfence fixé.

Remarque 1.3.2 La méthode de dichotomie est toujours convergente.
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Théoréme 1.3.3 Soit (X,,)nen la suite généré par lalgorithme dapproximation
par dichotomie. Soit o la solution de f(x) = 0. Alors lirri X, = a avec
n—-—+0o0

b—

h—
Noter bien que pour avoir | X,, — a| < €l suffit d’avoir 2na < e don il suffit de
prendre n qui vfie
ln( b—a )
> €
"= T2)
d’ou le nombre d’itfations a faire pour avoir une erreure inférieure a e est n =
ln( b—a )
E < 1.
oy )

Exemple 1.3.4 Soit f(z) = 2?Inz —x — 1. Ona f(1) = =2 < Oet f(3) =
9In3—4 > O alorsilexistea € [1,3] tel que f () = 0. Soit n le nombre d'itération
pour avoir o a10~° pres alors :

5In 10

n=FE( 5

)+1=17.

Avantage de dichotomie

* La méthode exige peu de conditions sur f, la seule demandée est la continuité
de f.

* Toujours convergente.

Inconvénients de dichotomie

x Cette méthode est tres lente, il faut beaucoup d’itérations pour avoir une valeur
approchée acceptable.

Exercice 1.3.5

1. On définit le polynome P(z) = x® + 322 — 9x + 1. Localiser ses racines
dans des intervalles deR deux a deux disjoints.

2. Donner une approximation par la méthode de dichotomie a 102 preés de
la racine de plus petite module.

Solution.
1. Nous avons P’(z) = 322 + 62 — 9 qui admet deux racines z; et z». Le tableau
de variation de P est
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Les racines a1, ap et a3 sont tels que oy € [-5, —3], az € [0,1] ety € [2,2].
2. @ = ay estlaracine de plus petit module car |ag| < |aa] et |as| < |as].
Le nombre d’itérations nécessaire pour avoir une approximation de « a l'ordre

_ 2In(10
1072 par la méthode de dichotomie sur [0, 1] est n lnn((2)) = 6,643856 donc
n=Tona 21
0=—5 =3 P(Xy) = -3 et P(X().P(0) < Odonca € [0, &].
1
110 1 67
X, =2 5 = Z’P(Xl) =5 et P(X;).P(0) < 0Odonca € [0, ].
0+3 1 39 L
XQ— 1 B) —g,P(XQ)——ﬁetP(XQ) P(O)<Od0nc0[€[0,§}
Li0 1 1841
8 - 1 1
X3 = 2 1_ 16,P( 3) = 1006 et P(X3).P(X3) < 0donca € [, 5
i+l 3 6011
X, =816 _ " p(X t P(X3).P(X 0d 2 1.
T T (X4) = 3576 €1 P(Xs)-P(Xa) < Odonca € [55, 5]
i+3 7 13847
Xsg=28_32_ __p = t P(X5).P(X3) <0d Z 1],
T2 T (X5) = 362121 € P (X6)-P(Xs) < Odonca € 55, 5]
i+ Z 15 —24913
X = 861 — = P(X4) = —— et P(X5).P(X, 0d
o2 125’ T\ Xe) = Sog7153 € P(X6)-P(Xe) < Odonca €
Gl
+ L 29
X, = 128 64 — — 11 1
7= = 0 =0,115079365

1.4 Méthode de point fixe
Cette méthode consiste a faire d’abord des oprfations algébriques sur I'équa-
tion f(x) = 0 pour lécrire sous la forme g(x) = x.

Définition 1.4.1 Soitg : [a,b] — R une application. On dit que g est lipschiti-
zienne de rapport k sur [a, b] si

l9(z) —g(W)| < klz —y| YV, y € a,b]
Side plus k < 1, on dit que g est contractante.

Exemple 1.4.2 La fonction f(z) =

deR. En effet, f est continue dérivable sur [a, b] et en appliquant le théoreme dac-

croissement fini, il existe c €]a, b[ tel que f(a) — f(b) = f'(c)(b — a). Ce qui donne
cosa cosb sinc i 1

que—— — —5— = ——3 (b—a).Puisque|—¥|<§alors
cosa  cosb sinc
=|-—|b— —b
98 B = |~ T —a] < gla— ]
dou f est contractante.

x .
est contractante sur tout intervalle [a, b]

=0
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Proposition 1.4.3 Soitg € C'([a,b]).Si sup |¢'(z)| < 1 alorsg est contractante
z€(a,b]
sur[a,b).

Preuve. Soit x, y€ [a, b]. En appliquant le théoreme d’accroissement fini, il existe
c €]z, y[telque g(z) — g(y) = ¢'(c)(x — y). Donc |g(z) — g(y)| < klz — y| avec
k= sup |¢'(x)|. Puisque par hypothese k < 1 alors g est contractante.

z€la,b]

Algorithme de Méthode

XoeR
Xnt1 = 9(Xn)

Théoréme 1.4.4 Soit g : [a,b] — [a, ] telle que :
> g(la,b]) C [a,0].
> g est contractante sur [a, b] de rapportk €a, b,
alors la suite définie par X,,+1 = g(X,,) converge vers l'unique point fixe o de g.
De plus
| X, — o] < K" Xo — .

Corollaire 1.4.5 Le résultat du théoréme précédent reste valable si l'on remplace
"g contractante" par

g€ CY[a,b]) et |g (z)] <1Vx € [a,b].

Théoréme 1.4.6 Soit g une fonction numérique admettant un point fixe a.. Sup-
posons qu'il existe p € N* tel que g soit de classe C? au voisinage de o et que

g®(a)=0Vk<p
et
g (@) #0

alors, si la méthode de point fixe converge, elle est d'ordre p. En particulier, si g' (o) #
0, la convergence est d'ordre 1.

Corollaire 1.4.7 Soit g une application admettant un point fixe .
* Si|g' ()] < 1 alors o est dit attractif.

* Si|g' (o) > 1 alors « est dit répulsif.

* Si|g' ()| = 1 alors « peut étre soit attractif soit répulsif.

Exemple 1.4.8 Soit P(x) = 23 + 322 — 9z + 1. Appliquer la méthode du point
fixe pour déterminer une approximation a 10=2 prés de o zeros de P dans [0, 1]
(voir exercice précédent).

3 4+322+1
Considérons la fonction g(x) = % Alors P(z) = 0 est équivalent
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g(z) =z
2 + 2z
Onag'(z) = eton montre que sup |g¢'(z)| = 1. Donc g ne vérifie pas
z€]0,1]
la deuxieme hypothese du théoreme du pointﬁxe Or P(%) < O0donca € [0, 5].
1 1. 5 1 1,
De plus g(0) = 9> 0 etg(2) 21 <3 doncg([O 2]) C [o, 5].Dautrepar0n
vérifieque sup | (z)| = 3 < 1. Alors g vérifie les hypothéses du théoreme du
1
z€|0, 5]
point fixe et lalgorithme
1
{ X € [0.5]
Xnt1= Q(Xn)

converge vers I'unique point fixe de f sur [0, 1] et on a

5
[Xn —af < (5)"1Xo—al

(152) < 102 implique n > 6. Soit X = 0, alors X; = g(X() =
X2 = g(X1) =0,115379

X3 =g(X2) =0,115719

X, = g(X3) = 0,1157469313

X5 = g(Xy4) = 0,1157491964

X6 = g(X5) = 0,1157493802.

1.5 Méthode de Newton

Théoréme 1.5.1 Soir f € C?([a,b]) avec

> f(a).f(b) <0

>V € [a,b], f'(z) #0

>V € [a,b], f(z) #0,

alors pour les xo € [a,b] tel que f(xo) f" (x0) > 0, la suite définie par

Xo

f(X)

X =X, —
n+1 n f, (Xn)

converge vers l'unique solution o de l'équation f(xz) = 0 dans [a, b].

f(x)

f'(x)

fla) =0<= g(a) = a donc « est un point fixe de g.

Remarque 1.5.1 Soitg(x) =z —
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Nous avons g'(x) = 1 — f'(@)® = f(@)f"(z) = f(@) () Doncg'(a) =0.0n

(f'(2))? (f'(x))*

conclut que la convergence de la méthode de Newton est au moins quadratique.

1
Exemple 1.5.2 Soit f(z) = 2? — cosx sur[g, g} et soit Xo = g

1
Onaf'(x) =2z —sinx > Osur[§,g
1 1
f(§)'f(§) <0 etf(%)f”(g) > 0. Donc f admet un zéros o dans [5, g] etla
méthode de Newton est donnée par

Jet f(x) = 2+ cosz > 0. Nous avons

X = g
X2 — cosz,
ot = X, i X,
On trouve :
X1 =Xo - }f,(é;)) — 0,845664
Xo =X — ff/(())ill)) = 0,824386
X3 =X, — j{'(())ij = 0,824133.

Alors X3 est une approximation de o a10~2 prés.



